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Resumo
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trabalhos posteriores, expandir a definição do projetor de interpolação para obter a
imagem num espaço de dimensão finita, deSobolev splines, ou usar a base splines
em séries wavelets.
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1 Introdução

Nesta primeira seção vamos apresentar parte do plano do trabalho, a
notaç̃ao que seŕa usada neste artigo, que apesar de ser padronizada terá
aqui alguns viezes particulares que vão facilitar a linguagem e mostrar
alguns testes computacionais que guiaram o trabalho. Naúltima seç̃ao
se encontram as perspectivas que temos para a continuação do trabalho.

A ferramenta b́asicaé uma partiç̃ao da unidade construı́da ao fazer-
mos aregularização por convoluçãodas funç̃oes caracterı́sticas duma
partiç̃ao de um intervalo [A, B], e para conseguir esta regularização, seŕa
usado umnúcleo com suporte compacto, uma funç̃ao positiva cuja in-
tegralé 1, e cuja classe de diferenciabilidade será herdada pela partição
da unidade, como já foi feito, por exemplo em [6]. Ainda assim vamos
entrar nos detalhes da construção porque vamos usar uma outra técnica.

Primeiro a ańalise da precis̃ao do algoritmo.

1.1 Análise do algoritmo computacional

O śımbolo f , irá representar a enésima pot̂encia por convoluç̃ao de
χ[0,1], consistentemente, em todo este artigo. Em geraln = 5, mas algu-
mas vezes faremos referência a uma potência geńerica. Como ñao fare-
mos uso da potência aritḿetica ent̃ao usaremos a notação de “pot̂encia”
para “potência por convolução”.

Vamos designar pornúcleoum elemento fixo de uma sequência que
seja umaunidade aproximada, [9, ch 6, page 157], uma função pos-
itiva cuja integralé 1 e com alguma classe de diferenciabilidade cuja
utilidade, neste trabalho, será sempre como fator na multiplicação por
convoluç̃ao para regularizar alguma função.

Um exemplo de tal ńucleo é qualquer pot̂encia por convoluç̃ao de
χ[0,1], f , e estaremos escolhendo a quinta potência por convoluç̃ao ape-
nas por comodidade no uso dos programas que serão usados como fer-
ramentas neste trabalho, mas tudo que for feito aqui por ser facilmente
obtido com qualquer outra potência ée fácil de verificar que os cálculos
são independentes den = 5. Além disto, em [5], foi estabelecido um al-
goritmo para construirf para qualquer que sejan. A única depend̂encia
de n é a classe de diferenciabilidade, a quinta potência de convoluç̃ao
da funç̃ao caracterı́stica do intervalo [0, 1] é um 4-spline com suporte
[0, 5] sendo tamb́em um ńucleo-4-spline, portanto de classeC3. Este
detalhe seŕa importante, posteriormente, quando o método for aplicado
no estudo de algum operador diferencial cuja ordem irá indicar quantas
derivadasdo tipo funçãodevem ter os elementos da partição da unidade
quando se deverá fazer a seleç̃ao adequada da potência.

Nesta secç̃ao inicial [A, B] = [0,m] em quem é um inteiro e mais a
frente vai representar o número de subintervalos da partição do intervalo
[A, B].
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Vamos transformarf

η(x) = R f(Rx); R= medida(supp( f )) = n = 5; supp(η) = [0, 1]; (1)
ρ(x) = η(x+ 1

2); supp(ρ) = [−1
2,

1
2]; (2)

ρ(x) = w f(w(x+ ǫ); supp(ρ) = [−ǫ, ǫ]; 2wǫ = R; (3)

e seŕa ρ o núcleo. A transformaç̃ao, na equaç̃ao (3), est́a condicionada
à pot̂encia por convoluç̃ao, f = χn

[0,1] portantoR = n e 2wǫ = R para
conseguirmos a precisão 2ǫ como medida do suporte do núcleo.

Na última seç̃ao vamos fazer referência a uso de outrasunidades
aproximadasquando discutirmos a possibilidade de evitar a condição
deuniformidadenas partiç̃oes dos intervalos.

Foi construida
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Figura 1: aprox. p/ convol. de h3(x) = sin(3x+ 7)( x
2 )2

uma classe empython
para representar
os objetos mateḿaticos
deste artigo, mas
não vamos entrar
em grandes de-
talhes porque a
leitora interessada
podeŕa consultar
e analisar o ćodigo
fonte, ou admi-
tir a ferramenta
“como boa”, ob-
servando os da-
dos aqui descritos.́E preciso levar em consideração às limitaç̃oes com
que foram obtidos estes dados, por exemplo, umprocessadorPentium(R)
Dual-Core CPU T4400 @ 2.20GHz de um laptop1.

Os resultados 01,02,03 registrados na (Tabela 1.1), na página 3, s̃ao
testes da “integral de Riemann”, o primeiroé a integral deh(x) = x2

no intervalo [−1, 1] e os dois seguintes a verificação do ńucleo e sua
derivada. De 04 a 11 foi verificada a acuracidade da convolução, foi feita
uma aproximaç̃ao por convoluç̃ao do coseno usando o núcleoρ, isto é,
foram impressos os valores docosenoe deρ ∗ cos, nos pontos 1, 3, 4, 7,
os erros observados são inferiores a 0.008 usando um passo 0.001 para
calcular integrais com somas de Riemann que são muito pouco efetivas
para ćalculo aproximado, porem o objetivo neste momento ainda não é
“precis̃ao”.

A conclus̃ao deste quadróe que o algoritmo para o cálculo da convoluç̃ao
é confíavel, entretanto, ele nãoé comutativo, no sentido de que para este
algoritmo f ∗ g , g ∗ f , porque o algoritmo foi otimizado para ser us-
ado com ńucleos cujos suportes meçam no máximo 1. Obviamente, se

1tremendamente bem aproveitado pelo sistemaDebian/Gnu/Linux
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integral aproximada e convolução

01) integral deh(x) = x2 em [−1, 1] 0.666667
02) integral do núcleo é 1.0
03) integral da derivada do núcleo é−1.06591124815e− 15
04) convolução no ponto 1 é 0.535817005817
05) o valor do coseno em 1 é 0.540302305868
06) convolução no ponto 3 é −0.981774109695
07) o valor do coseno em 3 é −0.9899924966
08) convolução no ponto 4 é −0.648217421985
09) o valor do coseno em 4 é −0.653643620864
10) convolução no ponto 7 é 0.747643762045
11) o valor do coseno em 7 é 0.753902254343

Tabela 1:Testes, integral aproximada e convolução

supp( f ), supp(g) estiverem contidos em intervalos de medida 1 então o
algoritmo seŕa comutativo.

A figura (1) ṕagina 2, mostra os gráficos simult̂aneos de

h3(x) = sin(3x+ 7)(
x
2

)2

e de
h3 ∗ ρ10; ρ10 : x 7→ 10ρ(10x)

tendo sido o mesmo núcleo usado na aproximação do cosseno. Visual-
mente os dois gráficos se superpõem. Calculando‖h3(x) − (h3 ∗ ρ10)(x)‖
no intervalo [−10, 14], o erro ḿaximo foi 0.0360500108807 com passo
delta= 0.2 em10.603s, (tempo de uso do sistema 0.012s) incluindo o
tempo para obter o gráfico comgnuplot. A denominaç̃ao “h3” apenas
indica que foram usadas diversas funções para testar o algoritmo tendo
ficado finalmente a déındice 3 com melhor adequação visual.

Considerando queh3 é uma funç̃ao com alta taxa de variação (poli-
nomial), e o suporte do núcleo mede 0.1, concluimos tamb́em com esta
experîencia que obtivemos uma aproximação razóavel. Tamb́em fixamos
a funç̃aoh3, em todo o artigo, para os testes numéricos, com o objetivo
de ter uniformidade nos cálculos.

1.2 Construç̃ao de uma partiç̃ao da unidade

Uma forma simples de produzir uma partição da unidade cujos ele-
mentos sejam splines está esquematizada nos cálculos que seguem, e as
legendas, logo depois, justificam os passos.

f (x) = χ5
[0,1]; η(x) = w f(wx); medida(supp(η)) = 1;w = R= 5; (4)
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h j(x) = h(x− j) = (h ∗ δ j)(x); (5)
m
∑

j=0
χ[0,1](x− j) = 1 q.s. (6)

a = η ∗ χ[0,1]; a j(x) = a(x− j) = η ∗ χ[0,1](x− j); (7)

η ∗ (
m
∑

j=0
χ[0,1](x− j)) = 1; x ∈ V[1,m] (8)

(a j) j∈{0,...,m} = η ∗ (χ[0,1] ∗ δk)k∈{0,...,m} = (a ∗ δi)i∈{0,...,m}; (9)

Legendas:

• Na equaç̃ao (4) mostramos a transformação da quinta potência por
convoluç̃ao, f , num ńucleo,η, com suporte medindo 1. Isto vai pos-
sibilitar o uso doalgoritmo otimizado do cálculo de convoluções
na fase de testes, e também vai otimizar a parte do algoritmo na
construç̃ao da partiç̃ao da unidade, voltaremos a este ponto pos-
teriormente. A classe de continuidade def , η é C3, ou seja, no
caso geńerico da eńesima pot̂encia por convoluç̃ao, teremosf , η de
classeCn−2.

• A equaç̃ao (5) registra que a translação j deh, uma funç̃ao geńerica,
é uma convoluç̃ao com a medida deDirac;

• Na equaç̃ao (6) temos as somas das translações deχ[0,1] pelos su-
cessivos inteirosj = 0, . . . ,m, resultando numa quasi-partição da
unidade uma vez que a soma falha em assumir o valor 1 em cima
dos ńos inteiros da partiç̃ao, um conjunto de medida zero. Como a
convoluç̃aoé distributiva relativamentèa soma, a multiplicaç̃ao por
convoluç̃ao por um ńucleo cont́ınuo regulariza esta soma transformando-
a numa partiç̃ao da unidade com a classe de continuidade impartida
pelo ńucleo multiplicador. Faremos isto usandoη.

• A equaç̃ao (7) mostra um dos elementos da partição da unidade,
a funç̃ao a, chamada de “́atomo” neste artigo,́e um 5-spline cujo
suporte mede 2, suas translações por inteiros sucessivosj, formam
uma partiç̃ao 5-spline da unidade com nós inteiros. Esteśatomos
são tamb́em vetores b́asicos que geram um espaço de splines onde
iremos projetar funç̃oes com um projetor de interpolação, [5, seç̃ao
final].

• A equaç̃ao (8) mostra a soma que aparece na equação (7) multi-
plicada por convoluç̃ao pelo ńucleoη e que agoráe uma funç̃ao
de classeC4, identicamente 1 sobre um aberto contendo [1,m].
Como vamos precisar de uma partição da unidade subordinada a
um aberto contendo [0,m], a soluç̃ao consistiŕa do acŕescimo de
mais umátomo,a−1, na soma, voltaremos a esta questão posterior-
mente.



1 NOTAÇÃO 5

• A equaç̃ao (9) mostra que a translação j do átomoa é igual a
convoluç̃ao do ńucleoη com a translaç̃ao j da funç̃ao caracterı́stica
χ[0,1]. Foi aumentada, assim, de uma ordem a classe de continuidade
da partiç̃ao da unidade, se trata de uma partição da unidade de
classeC4. Como o suporte dóatomoa é um intervalo de medida 2,
as interseç̃oes dos suportes das translações coincidem exatamente
em um dos intervalos da partição o que vai nos permitir otimizar o
algoritmo da soma destas translações: para cada valor dex ∈ [0,m]
a soma se reduz̀a duas parcelas:

(∀x ∈ [0,m])

















m
∑

j=0

a j(x) = ak(x) + ak+1(x)

















; (10)

sendok a parte inteira dex.

O uso deη transformou as translações deχ[0,1], descont́ınuas, multi-
plicadas por convoluç̃ao comη queé de classeC3, numa faḿılia de de
classeC4. Se usarmosf = χn

[0,1] teremos uma partição da unidade de
classeCn−1.

Uma das vantagens do método reside no facto de que, em vez decal-
cular convoluções, vamos trabalhar comtranslações de uma convolução
que já foi calculada, ver [5], que s̃ao os elementos que aparecem na
equaç̃ao (10), ou transformações deste elemento para obter uma deter-
minada precis̃ao de acordo com o próximo item.

A partição que estamos construindoé relativa a um intervalo com nós
inteiros, entretanto, umamudança de variáveladequada

medida([A, B]) = B− A; R= 5 = medida(supp( f )); w = mR
B−A; (11)

η(x) = w f(wx); medida(supp(η)) = B−A
mR ; (12)

precis̃ao desejadamedida(supp(η)) = ǫ = B−A
mR ; (13)

irá nos fornecer a precisão desejada, em que o inteirom é o ńumero de
subintervalos da partiçãoΠm([A, B]) e R = n é medida do suporte da
pot̂encia f escolhida.

As equaç̃oes (11)-(13) nos fornecem os elementos para obter uma
determinada precisão.

Os ćalculos ficam mais simples se trabalharmos com nós inteiros o
que continuaremos a fazer, entretanto, no programa associado a este ar-
tigo, que estaŕa dispońıvel e seŕa de publicado sob a GPL, estas transfor-
maç̃oes foram usadas permitindo que se obtenha uma partição da unidade
com classe arbitrária de continuidade e num intervalo qualquer, a entrada
de dados será: (A, B, n,m) identificando, respectivamente,

• o intervalo [A, B];



2 PARTIÇÃO DA UNIDADE 6

• a pot̂encia de convoluç̃ao desejada, com observação de que a con-
stanteR na equaç̃ao (11) coincide com potêncian;

• o númeromde subintervalos da partição de [A, B].

2 Projetor de interpolação

Considerando o exposto na seção anterior, vamos construir agora pro-
jetor de interpolaç̃ao associado a uma partição com ńos inteiros do inter-
valo [0,m]. Os passos s̃ao os seguintes e eles estão baseados no sistema
de equaç̃oes(4)-(9).

2.1 O projetor PU(h3)

A forma mais simples de justificar o método consiste de um exemplo
trivial mas cuja generalização consiste de nossa presente construção. O
gráfico na figura (2), ṕagina 6,é a interpolaç̃ao linear de pontos sele-
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Figura 2: Projetor de interpolação: interpolação linear

cionados sobre o gráfico de

h3(x) = sin(x/2)(x− 5)(x− 9)+ 10) (14)

que escolhemos fazer usando um exemplo concreto, mas adredemente
escolhido para permitir a generalização posterior!

• Criamos uḿatomoa(x)

a(x) =























0 ⇐ x < 0;
x ⇐ x < 1;
2− x ⇐ x < 2;
0 x > 2;

(15)

uma funç̃ao com suporte [0, 2]. As translaç̃oes dea(x) de uma
unidade ṽao fazer com que os piques de uma coincida com o ponto
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Figura 3: Translações de um atomo a suporte compacto

de ḿınimo da seguinte produzindo o gráfico na figura (3), ṕagina
7,

• A soma dośatomosa vai ser uma reta (soma de segmentos de reta
é uma reta), a função constante 1. Logo temos uma partição da
unidade formada pelo sistema de translações dea que pode ser vista
tamb́em na figura (3).

• A interpolaç̃ao linearé a soma das translações quando usamos os
coeficientesh3(i) aplicado em cada uma das parcelasa(x− i).

• Uma forma simples de explicar seria que a função

PU(h3)(x) =
m
∑

j=0

h3( j)a j(x) (16)

foi obtida pela multiplicaç̃ao por convoluç̃ao da soma das funções
caracteŕısticas dos intervalos ([j, j + 1])m−1

j=0 pelo ńucleoχ[0,1].

Neste ponto mostraremos como fazer a generalização do exemplo
simples que escolhemos. Se em vez do núcleoχ[0,1], usarmos o ńucleo
η(x) = n f(nx) em quef é n-ésima pot̂encia por convoluç̃ao deχ[0,1], na
equaç̃ao (16), o resultado será uma partiç̃ao da unidade por que regu-
larizamos a quase partição da unidade formada pelas translações inteiras
deχ[0,1], mas resultando agora numa soma de funções de classeCn−1. Os
átomosa j, independentemente de qual seja a potência deχ[0,1], ter̃ao
como suporte um intervalo medindo 2 o que torna a essencia do al-
goŕıtmo aproveit́avel para qualquer potêncian escolhida.

Mas o que nos interessa neste momentoé a soma

h3 7→ PU(h3) =
m
∑

j=0

h3( j)a j (17)
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que forneceu a interpolação linear de pontos escolhidos com coorde-
nadas inteiras sobre o gráfico deh3. Esta express̃ao define um projetor de
interpolaç̃ao de um certo espaço de funções a queh3 pertence, no espaço
vetorial das funçoes geradas pelas translações (a j)m

j=0 queé um espaço
de 1-splines. Observando que este exemplo usa a segunda potência por
convoluç̃ao deχ[0,1], os ćalculos efetuados neste exemplo se general-
izamverbatimpara o caso geral em queη se deduz da enésima pot̂encia
por convoluç̃ao deχ[0,1], conforme dissemos nóını́cio deste paŕagrafo,
construimos o exemplo cuja generalização é o caso geral descrito neste
artigo.

Chegamos assim̀a express̃ao do projetor de interpolação que nos in-
teressa:

Definição 1 (Projetor) de interpolação
Considere o espaço vetorialSPm([A.B]) gerado pelas translações

dos átomos a definidos na equação (7).

h 7→ PU(h) =
m
∑

j=0

h( j)a j (18)

define um projetor de interpolação do espaço das funções a que pertença
a função h no espaçoSPm([A.B]). Como aj( j) = 1, então PU(h)( j) =
h( j), ou seja, h e PU(h) coincidem nos nós inteiros do intervalo[0,m]
que são os pontos de precisão do projetor PU.

Em geral vamos querer queh seja um elemento de um espaço de
funções diferencíaveis soluç̃oes de uma equação diferencial, mas o ḿetodo
tamb́em se aplica para obter interpolações de dados amostrais, neste caso
h( j) seriam os elementos do levantamento em questão.

A nossa construç̃ao privilegia os pontos ḿedios dos suportes das
translatadas dośatomosa que s̃ao chamados na literatura depontos de
precisão.

3 Trabalho em andamento

Com a ressalva de que estamos descrevendo um trabalho em anda-
mento e que aindáe cedo para uma apresentação muito detalhada do
formato final que venha a ter de algum dos problemas que nos interes-
sam,é posśıvel, entretanto, indicar algumas questões interessantes. O
grande objetivo será o estudo de operadores diferenciais.

Todo o trabalho feito até agora tem sido acompanhado por proces-
sos computacionais, programas que realizam, com sucesso, as etapas
alcançadas, traduzindo em termos algoritmicos o formalismo mateḿatico
descrito em nossos trabalhos. Temos ocódigo fontepara apresentar, e
parte dele j́a se encontra publicado, [8].
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Em [5], constrúımos a pot̂encia por convoluç̃ao de ordem arbitrárian
para a funç̃ao caracterı́stica do intervalo [0, 1] que mostramos sendo uti-
lizada na construç̃ao de um projetor de interpolação com uma evid̂encia
computacional da eficiência do ḿetodo. Neste mesmo trabalho apresen-
tamos um algoritmo que nos oferece todas as derivadas do tipofunção
desta pot̂encia arbitŕaria da funç̃ao caracterı́stica.

Um único defeito nesta construção é a depend̂encia de uma partição
uniforme do intervalo em que se esteja trabalhando,é um defeitóe con-
sideŕavel porque os problemas interessantes ocorrem quando hajam sin-
gularidades o que nos obriga a criar malhas com partições ñao uniformes
no processo de aproximação, ver [3], por exemplo.

Em [3], os autores estão trabalhando com uma técnica ligeiramente
diferente desta que estamos empregando aqui, por outro lado, nós temos
a nosso favor a potencialidade de construir uma base para um espaço
de dimens̃ao finita arbitŕariamente grande,m, dum espaço de Sobolev
H(Ω)n, onde se encontre definido um operador diferencial, assim como
um projetor de interpolação deH(Ω)n em SPm(Ω), em quen é uma
pot̂encia de convoluç̃ao em é a dimens̃ao do espaço de splines. Nós
já temos os elementos da base deste espaço, na forma da partic¸ão da
unidade descrita nas seções anteriores, com a observação de que a pas-
sagem do caso univariado para o caso multivariado pode ser feita de pelo
menos duas maneiras:

• No caso bivariado, considerando

γ(x, y) = a(x)a(y); (19)

em quea é o átomo na construção univariada, eγ seria oátomo
no caso bivariado. o elemento a ser translatado, na construc¸ão da
base do espaço vetorial de splines. O caso multivariado seria seria
semelhante.

• possivelmente a construção direta das potências de convolução de
funções caracterı́sticas de ret̂angulos, entretanto as tentativas feitas
se revelaram infrutı́feras, mas isto também aconteceu durante quase
três meses de trabalho que precederam a publicação de [5].

Retornandòa comparaç̃ao da nossa metodologia com a dos autores
em [3], uma falha importante no nosso trabalhoé a depend̂encia de
partiç̃ao uniforme. Entretanto em [7] um dos autores conseguiu, de uma
forma artesanal, a construção de uma base de splines sem a restrição da
partiç̃ao ser uniforme, e no caso univariado, mostrou como seria posśıvel
eliminar a hiṕotese de uniformidade das partições. Temos evid̂encias
computacionais que nos sugerem queé posśıvel eliminar o aspecto arte-
sanal de [7] que estão relacionadas com a seleção de fatorρ, que neste
trabalhoé um ńucleo equilibrado (mais exatamente, simétrico) em volta
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da origem, por um fator cujo suporte seja [0, 1] ou [−1, 0] queé o ingre-
diente “artesanal” usado em [7] embora o autor não o tenha, convenien-
temente, formalizado.

Foi chamada nossa atenção para um trabalho dos autoresJ.M. Melenk
and I. Babuska, [4], mas ñao tivemos ainda a oportunidade de analisá-lo.

Uma outra linha de trabalho está associada com o em que os elemen-
tos constrúıdos em [5] podem ser usados com “wavelets”. Este linha
de trabalho se encontra plenamente em nossos objetivos uma vez que j́a
temos os algoritmos computacionais para iniciar as experiências.

Finalmente tamb́em temos alguma evidência computacional de que
os elementos aqui anunciados podem serúteis dentro da linha do tra-
balho [10]. Os programas que rodamos ainda apresentavam erros sign-
ficativos, o que nos afastou momentaneamente desta linha de trabalho,
entretanto, conseguimos, recentemente, otimizar um dos algoritmos que
é essencial para o nosso trabalho, o da convolução, que tem um uso pre-
liminar antes de efetuar as contas formais com uma convolução e isto
nos tem ajudado a encontrar a direção certa.
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