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Resumo

Este & um artigo de uma série que mostra o uso de uma basénbs gor
convolucao na construcao de um projetor de inter@aagvostramos também a
potencialidade de uso desta ténica em duas areas que devansso objetivo em
trabalhos posteriores, expandir a definicao do projetantérpolacao para obter a
imagem num espaco de dimensao finitaSoéolev splineu usar a base splines
em séries wavelets.
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1 Introducao

Nesta primeira s&p vamos apresentar parte do plano do trabalho, a
nota@o que se&x usada neste artigo, que apesar de ser padronizada ter
agui alguns viezes particulares quaoviacilitar a linguagem e mostrar
alguns testes computacionais que guiaram o trabalhadiltiaa se@o
se encontram as perspectivas que temos para a cordmdagrabalho.

A ferramenta Bsicaé uma partigo da unidade consfida ao fazer-
mos aregularizacdo por convolucadas fun@es caractésticas duma
particao de um intervaloA, B], e para conseguir esta regulariaacsea
usado umnicleo com suporte compactoma fun@o positiva cuja in-
tegralé 1, e cuja classe de diferenciabilidadeadeerdada pela paréo
da unidade, comajfoi feito, por exemplo em [6]. Ainda assim vamos
entrar nos detalhes da consfiogporque vamos usar uma outearica.

Primeiro a aalise da prec&o do algoritmo.

1.1 Analise do algoritmo computacional

O dmbolo f, ira representar a ésima paéncia por convolugo de
X[o.1], consistentemente, em todo este artigo. Em gerab, mas algu-
mas vezes faremos reégrcia a uma péncia geerica. Como &o fare-
Mos uso da péncia aritniética endo usaremos a notag de “poéncia”
para ‘poténcia por convolucdo

Vamos designar parlcleoum elemento fixo de uma segpucia que
seja umaunidade aproximadal9, ch 6, page 157], uma fuag pos-
itiva cuja integralé 1 e com alguma classe de diferenciabilidade cuja
utilidade, neste trabalho, sesempre como fator na multiplicag por
convolu@o para regularizar alguma fuan

Um exemplo de tal ixcleo &€ qualquer p@ncia por convolu@o de
xpo.4- f, € estaremos escolhendo a quinteépota por convollgo ape-
nas por comodidade no uso dos programas queasados como fer-
ramentas neste trabalho, mas tudo que for feito aqui poasémiente
obtido com qualquer outra &ricia eé facil de verificar que osatculos
sao independentes ae= 5. Alem disto, em [5], foi estabelecido um al-
goritmo para construif para qualquer que seja A Unica depenéncia
den é a classe de diferenciabilidade, a quintaépota de convoll#p
da fun@o caractéstica do intervalo [01] &€ um 4-spline com suporte
[0, 5] sendo tamém um riicleo-4-spline, portanto de clas€é. Este
detalhe sex importante, posteriormente, quando etado for aplicado
no estudo de algum operador diferencial cuja ordénindicar quantas
derivadaglo tipo funcaadevem ter os elementos da paabgda unidade
guando se devarfazer a seléip adequada da fiotcia.

Nesta sedo inicial [A, B] = [0, m] em quem & um inteiro e mais a
frente vai representar aimero de subintervalos da paéado intervalo
[A, B].
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Vamos transformaf
n(X) = Rf(R¥; R = medidgsupf)) = n=5;supgn) = [0,1]; (1)

p(X) = n(x+ 1); supp) = [-3. 3]; (2)
p(X) = wi(w(X + €); supfp) = [—¢€, €]; 2we = R; (3)

e sehp o nicleo. A transformaio, na equap (3), est condicionada
a poéncia por convolugo, f = yp,; portantoR = ne 2we = R para
conseguirmos a pre@s 2 como medida do suporte daicleo.

Na Ultima se@o vamos fazer reféncia a uso de outrasnidades
aproximadasguando discutirmos a possibilidade de evitar a ccmlic
deuniformidadenas partiges dos intervalos.

Foi construida PR —
umaclasse emython * ‘ ‘ ‘ —
para representar A e
0S objetos mateaticos e
deste artigo, mas ol
nao vamos entrar
em grandes de- R —— VAN S S
talhes porque a
leitora interessada
podea consultar ol
e analisar oadigo
fonte, ou admi-
tir a ferramenta
“como boa’ ob- Figura 1: aprox. p/ convol. de hg(x)= sin(3x+ 7)()?
servando os da-
dos aqui descritosE preciso levar em considegagas limitages com
gue foram obtidos estes dados, por exemploptonessadoPentium(R)
Dual-Core CPU T4400 @ 2.20GHz de um laptop.

Os resultados 01,02,03 registrados na (Tabela 1.1)agma 3, 80
testes da “integral de Riemann”, o primei&oa integral deh(x) = x?
no intervalo F1,1] e os dois seguintes a verifiéag do rucleo e sua
derivada. De 04 a 11 foi verificada a acuracidade da conaol|uoi feita
uma aproximago por convolugo do coseno usando @icleop, isto €,
foram impressos os valores dosence dep « cos nos pontos 13,4, 7,
0s erros observado&a inferiores a M08 usando um passo001 para
calcular integrais com somas de Riemann i@ rauito pouco efetivas
para @lculo aproximado, porem o objetivo neste momento airéteén
“precisao”.

A conclusio deste quadm@que o algoritmo para @tculo da convolugo
é confavel, entretanto, eledmé comutativo, no sentido de que para este
algoritmof = g # g = f, porque o algoritmo foi otimizado para ser us-
ado com nicleos cujos suportes mecam naximo 1. Obviamente, se

o

&
T

ltremendamente bem aproveitado pelo sistBetd an/Gnu/Linux
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integral aproximada e convolugao

01) integral den(x) = x* em [-1,1] 0.666667
02) integral do nicleo & 10

03) integral da derivada do nlcleo &-1.06591124818— 15

04) convolucao no ponto 1 é 0.535817005817
05) o valor do cosenoem 1 & 0.540302305868
06) convolucao no ponto 3 & —0.981774109695
07) o valor do cosenoem 3 & —0.9899924966
08) convolucao no ponto 4 é —0.648217421985
09) o valor do cosenoem 4 & —-0.653643620864
10) convolugao no ponto 7 & 0.747643762045
11) o valor do cosenoem 7 é 0.753902254343

Tabela 1:Testes, integral aproximada e convolugao

supff), supgg) estiverem contidos em intervalos de medida herut
algoritmo sed comutativo.
A figura (1) pagina 2, mostra os gficos simulineos de

ha(X) = sin(3x + 7)(%‘)2

e de
h3 * p10; p10 * X > 100(10x)

tendo sido o mesmoleleo usado na aproximag do cosseno. Visual-
mente os dois @ficos se supefiem. Calculand@hs(x) — (hs * p1o)(X)||
no intervalo 10, 14], o erro naximo foi 0.0360500108807 com passo
delta= 0.2 em10.603s, (tempo de uso do sistemaQ2s) incluindo o
tempo para obter o gfico comgnuplot. A denomina&o “hy” apenas
indica que foram usadas diversas foes para testar o algoritmo tendo
ficado finalmente a ddice 3 com melhor adequég visual.
Considerando qu; € uma fun@o com alta taxa de variag (poli-
nomial), e o suporte doleleo mede @, concluimos tambm com esta
experéncia que obtivemos uma aproxirdagaz@vel. Tamiem fixamos
a fun@ohs, em todo o artigo, para os testes rarmos, com o objetivo
de ter uniformidade nosatculos.

1.2 Construgao de uma particdo da unidade

Uma forma simples de produzir uma pagticda unidade cujos ele-
mentos sejam splines astsquematizada noalculos que seguem, e as
legendaslogo depois, justificam os passos.

f(X) =Xfo,1]; n(x) = wf(wx); mediddsupn)) = 1;w=R=5; (4)
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hj(x) = h(x— j) = (h*6;)(X); ©))

S xon(x- =1 as (6)
a=n+*xp1; (X = a(X~-j) =n*xpu(X-j); (7)
7+ (5 xon(¢= 1) = 1iX € Ve ©)
(@j)jeto,..m = 11 * (x[0.1] * Okkeo,...my = (@* Si)ieqo,..mps 9)

Legendas:

Na equago (4) mostramos a transforn@gda quinta p@ncia por
convolu@o, f, num rucleo,n, com suporte medindo 1. Isto vai pos-
sibilitar o uso doalgoritmo otimizado do calculo de convolugcdes
na fase de testes, e taarh vai otimizar a parte do algoritmo na
constru@o da partigo da unidade, voltaremos a este ponto pos-
teriormente. A classe de continuidade flgg € C3, ou seja, no
caso gearico da edsima podncia por convolu@o, teremod, n de
classeC"2.

A equa@o (5) registra que a transtagj deh, uma fun@o gerérica,
€ uma convolugo com a medida deirac;

Na equago (6) temos as somas das trang&s;deyo ) pelos su-
cessivos inteirog = 0,...,m, resultando numa quasi-paéig da
unidade uma vez que a soma falha em assumir o valor 1 em cima
dos rbs inteiros da partio, um conjunto de medida zero. Como a
convolu@oé distributiva relativament& soma, a multiplicaio por
convolug@o por um ficleo coninuo regulariza esta soma transformando-
a numa partigo da unidade com a classe de continuidade impartida
pelo micleo multiplicador. Faremos isto usanglo

A equa@o (7) mostra um dos elementos da padiga unidade,

a fun@o a, chamada dedtomd neste artigo& um 5-spline cujo
suporte mede 2, suas tranglas por inteiros sucessivgsformam
uma parti@qo 5-spline da unidade conds inteiros. Esteatomos

sao tamlem vetores &sicos que geram um espaco de splines onde
iremos projetar fun@es com um projetor de interpobag, [5, se@o
final].

A equa@o (8) mostra a soma que aparece na egud@¢) multi-
plicada por convolugo pelo rucleon e que agoraé uma fun@o
de classeC*, identicamente 1 sobre um aberto contendor|l
Como vamos precisar de uma paaticda unidade subordinada a
um aberto contendo [in], a solu@o consistia do acescimo de
mais umatomo,a_, ha soma, voltaremos a esta gaegposterior-
mente.
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e A equa@o (9) mostra que a transkgj do atomoa é igual a

convolu@o do rucleon com a translago j da fun@o caractéstica

X[o,1]- Folaumentada, assim, de uma ordem a classe de continuidade
da parti@o da unidade, se trata de uma padigla unidade de
classaC*. Como o suporte datomoa & um intervalo de medida 2,

as interseges dos suportes das tran§lag coincidem exatamente

em um dos intervalos da paidig o que vai nos permitir otimizar o
algoritmo da soma destas tranglas: para cada valor des [0, m|

a soma se reduz duas parcelas:

(vx e [0,m)| > 8% = &) + aua(X) | (10)
j=0

senddk a parte inteira dex.

O uso dey transformou as translags deyo 17, descorinuas, multi-
plicadas por convolip comn queé de class€?, numa fanilia de de
classeC*. Se usarmod = X[ teremos uma part&p da unidade de

classeCc" 1.

Uma das vantagens doatodo reside no facto de que, em vezxde
cular convolugdesvamos trabalhar comnanslacdes de uma convolucao
gue ja foi calculadaver [5], que &0 0s elementos que aparecem na
equa@o (10), ou transformées deste elemento para obter uma deter-
minada precido de acordo com o pximo item.

A particao que estamos construinéoelativa a um intervalo conos
inteiros, entretanto, untaudanca de variaveldequada

medid4[A, B]) = B— A;R =5 = medidgsupg(f)); w = 2&; (11)
n(x) = wf(wx); medidgsuppn)) = £2; (12)
precifio desejademediddsupfn)) = € = %\; (13)
ira nos fornecer a preé@se desejada, em que o inteimé o mimero de
subintervalos da parto IT,([A, B]) e R = n &€ medida do suporte da
potenciaf escolhida.

As equades (11)-(13) nos fornecem os elementos para obter uma
determinada pre@®.

Os dlculos ficam mais simples se trabalharmos ca@ms inteiros o
gue continuaremos a fazer, entretanto, no programa adsagieste ar-
tigo, que estar dispofivel e sea de publicado sob a GPL, estas transfor-
mages foram usadas permitindo que se obtenha uma@adeunidade
com classe arbifiria de continuidade e num intervalo qualquer, a entrada
de dados sé: (A, B, n, m) identificando, respectivamente,

e O intervalo A Bj;
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e a poéncia de convolwip desejada, com obseraacde que a con-
stanteR na equago (11) coincide com péhcian;

e 0 numeromde subintervalos da parég de P, BJ.

2 Projetor de interpolacao

Considerando o exposto na ae@nterior, vamos construir agora pro-
jetor de interpolag@o associado a uma paéicom @s inteiros do inter-
valo [0, m]. Os passos@ 0s seguintes e eles@staseados no sistema
de equages(4)-(9).

2.1 O projetor PU(h3)

A forma mais simples de justificar oétodo consiste de um exemplo
trivial mas cuja generalizap consiste de nossa presente conasu®©
grafico na figura (2), dgina 6,€ a interpolago linear de pontos sele-

Interpola”§°£o linear f3, delta= 0.001000

Figura 2: Projetor de interpolacdo: interpolacdo linear

cionados sobre o gfico de
hs(X) = sin(x/2)(x — 5)(x — 9) + 10) (14)

que escolhemos fazer usando um exemplo concreto, mas anette
escolhido para permitir a generalizacposterior!

e Criamos umatomoa(x)

0 = x<0;
X = X< 1;

aX) =) 2_x < X< 2; (15)
0 X> 2;

uma fun@o com suporte [@]. As translages dea(x) de uma
unidade vao fazer com que os piques de uma coincida com o ponto
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Interpola™§™£o linear f3, delta= 0.001000

L L L
o 2 a 6 8 10 12 14

Figura 3: Translacdes de um atomo a suporte compacto

de nminimo da seguinte produzindo o&jico na figura (3), @gina
7,

e A soma dosatomosa vai ser uma reta (soma de segmentos de reta
€ uma reta), a furdip constante 1. Logo temos uma pdtigda
unidade formada pelo sistema de tranSéspdea que pode ser vista
tamkem na figura (3).

e A interpola@o linearé a soma das transiaes quando usamos 0s
coeficientess(i) aplicado em cada uma das parcel@s—i).

e Uma forma simples de explicar seria que a fm¢
m
PU(hs)(¥) = > ha(j)aj(¥) (16)
j=0

foi obtida pela multiplicago por convolugo da soma das fues
caracteisticas dos intervalos [[j + 1])?;01 pelo ricleoyo 1.

Neste ponto mostraremos como fazer a generd@azap exemplo
simples que escolhemos. Se em vez dol@oy o 1;, Usarmos o acleo
n(x) = nf(nx) em quef &n-ésima podncia por convolugo deyo 1}, Na
equa@o (16), o resultado seuma partigao da unidade por que regu-
larizamos a quase par@ig da unidade formada pelas tran8keginteiras
dex0.1, Mmas resultando agora numa soma de dasgle classe" 1. Os
atomosa;, independentemente de qual seja aépota dey 1, tefdo
como suporte um intervalo medindo 2 o que torna a essencid-do a
goritmo aproveiavel para qualquer pghcian escolhida.

Mas 0 que nos interessa neste momeéndosoma

hs - PU(hs) = > ha(j)ay (17)
j=0



3 PERSPECTIVAS 8

qgue forneceu a interpolag linear de pontos escolhidos com coorde-
nadas inteiras sobre odjico dehs. Esta express define um projetor de
interpola@o de um certo espaco de fides a qudis pertence, no espaco
vetorial das fungoes geradas pelas trartsagg; E":O queé um espaco

de 1-splines. Observando que este exemplo usa a seguieipghor
convolu@o deyio 1, 0s @lculos efetuados neste exemplo se general-
|zamverbat|mpara 0 caso geral em qyese deduz da @sima podncia
por convolu@o dey(o;, conforme dissemos rimicio deste paagrafo,
construimos o exemplo cuja generaliza€ o caso geral descrito neste
artigo.

Chegamos assi& expresao do projetor de interpolag que nos in-
teressa:

Definicao 1 (Projetor) de interpolacao
Considere o espaco vetorid?y([A.B]) gerado pelas translacdes
dos atomos a definidos na equacao (7).

m

his PU() = > h(j)ay (18)

=0

define um projetor de interpolacao do espaco das fusgdgie pertenca
a fungo h no espacPn([A.BJ). Como g(j) = 1, entao PUh)(j) =
h(j), ou seja, h e P(h) coincidem nos nos inteiros do intervdld, m|
que sao os pontos de precisao do projetor PU.

Em geral vamos querer queseja um elemento de um espaco de
fungdes diferend@veis soludes de uma equag diferencial, mas o @odo
tambem se aplica para obter interpales de dados amostrais, neste caso
h(j) seriam os elementos do levantamento em Guest

A nossa constri@p privilegia os pontos adios dos suportes das
translatadas dastomosa que €0 chamados na literatura gentos de
precisao

3 Trabalho em andamento

Com a ressalva de que estamos descrevendo um trabalho em anda
mento e que ainda cedo para uma apreserdagnuito detalhada do
formato final que venha a ter de algum dos problemas que reresat
sam,é possvel, entretanto, indicar algumas quiess interessantes. O
grande objetivo sé@ro estudo de operadores diferenciais.

Todo o trabalho feito & agora tem sido acompanhado por proces-
S0S computacionais, programas que realizam, com sucessba@as
alcancadas, traduzindo em termos algoritmicos o formalimatenatico
descrito em nossos trabalhos. Temosbdigo fontepara apresentar, e
parte deleg se encontra publicado, [8].
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Em [5], constrimos a paéncia por convoluigo de ordem arbiarian
para a fun@o caractéstica do intervalo [01] que mostramos sendo uti-
lizada na constr@p de um projetor de interpolag com uma evigncia
computacional da efiencia do nétodo. Neste mesmo trabalho apresen-
tamos um algoritmo que nos oferece todas as derivadas déutigao
desta pancia arbitaria da fun@o caractéstica.

Um Unico defeito nesta consti@igé a depenéncia de uma part@p
uniforme do intervalo em que se esteja trabalhagdon defeitce con-
sideiavel porque os problemas interessantes ocorrem quandu kaja
gularidades o que nos obriga a criar malhas com [@esigo uniformes
No processo de aproximag, ver [3], por exemplo.

Em [3], os autores e&b trabalhando com umédnica ligeiramente
diferente desta que estamos empregando aqui, por outron@sitemos
a nosso favor a potencialidade de construir uma base parspate
de dimenao finita arbitariamente grandam, dum espaco de Sobolev
H(Q)", onde se encontre definido um operador diferencial, assmoco
um projetor de interpolap deH(Q)" em SP,(Q), em quen € uma
potencia de convollio em é a dimendo do espaco de splines. o8l
ja temos os elementos da base deste espaco, na forma da@adsic
unidade descrita nas ses anteriores, com a obser&age que a pas-
sagem do caso univariado para o caso multivariado podeitsedépelo
menos duas maneiras:

e NoO caso hivariado, considerando

y(xy) = a(x)a(y); (19)

em quea € oatomo na constr@p univariada, & seria oatomo
no caso bivariado. o elemento a ser translatado, na coastda
base do espaco vetorial de splines. O caso multivariada sema
semelhante.

e possivelmente a constrag direta das péncias de convol@p de
fungdes caractésticas de reétngulos, entretanto as tentativas feitas
se revelaram infriteras, mas isto tan@m aconteceu durante quase
tres meses de trabalho que precederam a puBlicde [5].

Retornanda comparago da nossa metodologia com a dos autores
em [3], uma falha importante no nosso trabath@ depenéncia de
particdo uniforme. Entretanto em [7] um dos autores conseguiunde u
forma artesanal, a constidm de uma base de splines sem a resbrita
particdo ser uniforme, e no caso univariado, mostrou como sergmMebs
eliminar a hiptese de uniformidade das patiss. Temos eviehcias
computacionais que nos sugerem gums$vel eliminar o aspecto arte-
sanal de [7] que edb relacionadas com a sedecde fatolp, que neste
trabalhoé um rucleo equilibrado (mais exatamente, 8inico) em volta
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da origem, por um fator cujo suporte sejaPou [-1, 0] queé o ingre-
diente “artesanal” usado em [7] embora o auf@o 0 tenha, convenien-
temente, formalizado.

Foi chamada nossa at@ugpara um trabalho dos autodes!. Melenk
and |. Babuska[4], mas r@o tivemos ainda a oportunidade de ardals

Uma outra linha de trabalho éstssociada com o em que os elemen-
tos constridos em [5] podem ser usados comdvelets. Este linha
de trabalho se encontra plenamente em nossos objetivosemtpig &
temos os algoritmos computacionais para iniciar as expeias.

Finalmente tambm temos alguma eviéahcia computacional de que
os elementos aqui anunciados podemidgers dentro da linha do tra-
balho [10]. Os programas que rodamos ainda apresentavamsggn-
ficativos, o que nos afastou momentaneamente desta linhraludhto,
entretanto, conseguimos, recentemente, otimizar um dositahos que
€ essencial para o nosso trabalho, o da conaolugue tem um uso pre-
liminar antes de efetuar as contas formais com uma cor&oledsto
nos tem ajudado a encontrar a daegerta.
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