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Resumo: A Geometria Algébrica pode ser associada a uma ponte que conecta a Geometria com
a Algebra. Ela estuda objetos geométricos usando ferramentas e técnicas da algebra, permitindo
que problemas geométricos sejam abordados de maneira mais estruturada. Assim como também
estuda interpretacBes geométricas para problemas algébricos. Este trabalho se propdem a
apresentar, de forma introdutéria, os Conjuntos Algébricos, por meio de resolucdo de
problemas. Essa pesquisa tem carater exploratoria e bibliografica. Atividades que estimulam a
resolugcdo de problemas promovem a compreensdo conceitual em vez de memorizagdo. Os
alunos nao apenas aplicam férmulas, mas entendem por que e como as férmulas funcionam.
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INTRODUCAO E OBJETIVO(S)

Um polindmio p: R —» R é uma expressdo algébrica que é uma soma de termos, onde
cada termo € o produto de uma constante chamada coeficiente e uma ou mais variaveis elevadas
a expoentes inteiros ndo negativos. A forma geral de um polindmio real é

p(x) = apx™ + ap_1 X" 1+ -+ ayx? + ayx + a,

onde ay, ay, ..., an_1, ay, € R. Caso a,, # 0, diremos que esse polindmio tem grau n. Isto é, 0
grau do polindmio é determinado pelo maior expoente dos seus mondémios. Esse polindmio tem
apenas uma variavel x. Caso o polinémio tenha duas variaveis, ele pode ser definido como
sendo

n
p(x' y) = Z C; xailyaiz = Clxa11ya12 + sza21ya22 + .+ Cnxamyanz
i=1
ondec; € R,paratodoi =1,..,n¢e (a;;,a;;) € NX N, paratodoi =1, ...,n.

Por questdo de simplicidade, estaremos trabalhando no espaco RZ. Porém, todas as
definicOes apresentadas no decorrer deste trabalho valem para o espago R™. Sejam p, q: R? —
R duas fungdes polinomiais. A soma p+q:R? > R e 0 produto p.q:R? -» R desses
polindmios continua sendo uma fungdo polinomial.



Diremos que um nimero o € R? é uma raiz real de um polindmio p: R? - R quando
p(a) = 0. Por exemplo, o polindmio p: R? - R, onde p(x,y) = x% + y?, s6 admite a = (0,0)
como solucdo real. Abaixo, no Quadro 1, é apresentado exemplos de fun¢des polinomiais com
suas respectivas raizes.

Quadro 1: Raizes da equacao polinomial

Polindmio p: R? - R Solucéo
p(x,y) =x?+y?+1 Né&o admite solugéo real
p(x,y) = x? + y? Admite somente (0,0) como raiz real
p(x,y) = (x —a)? + (y — b)? | Admite somente (a, b) € R? como raiz real.
p(x,y) =x?+y?—1 Admite infinitas raizes reais.

Fonte: Elaborada pelos autores

A Matemaética exige préatica, perseveranga e engajamento continuo. Muitos educadores
promovem abordagens ativas de ensino e aprendizagem, como a resolucao de problemas. Pois,
€ no processo da busca de solugdes que o aluno consegue, de forma involuntéria, criar raizes
do conhecimento matematico.

Conforme Lupinacci e Botin (2004), a resolucdo de problemas exige que os alunos
apliqguem o pensamento l6gico e raciocinio critico para encontrar solucbes. Eles precisam
identificar os elementos-chave do problema, considerar diferentes abordagens e avaliar suas
escolhas. Essa metodologia torna o aluno mais engajado, participativo.

Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar, de forma introdutoria, os conjuntos
algébricos, por meio de resolucdo de problemas. Essa pesquisa tem carater exploratéria e
bibliografica. Para fundamentar esse trabalho, foram realizadas pesquisas em dissertacdes,
artigos e livros. Caso o leitor queira fazer um estudo mais profundo, sugerimos a leitura dos
seguintes materiais Hartshorne (2008), Cameron (2008) e Gularte (2021).

Conjuntos algébricos ndo é um dos assuntos, na area da matematica, mais difundidos na
lingua portuguesa. Os materiais que mais se aprofundam sobre esse assunto estéo escritos na
lingua inglesa. Portanto, um trabalho que se propdem a apresentar defini¢des, conceitos e
propriedades relacionados a esse assunto, na lingua portuguesa, ja tem sua certa relevancia.

MATERIAL E METODOS

Um conjunto algébrico, também conhecido como variedade algébrica, € definido como
sendo o conjunto de zeros (ou raizes) de fungdo polinomial. Em outras palavras, um conjunto
X c R2 édito algébrico quando for formado por pontos do espaco R? que anulem uma equagao
polinomial. Essas equacdes polinomiais sdo chamadas de equacbes da variedade algébrica.

Por exemplo, considere a equacéo polinomial f: R? — R, dado por f(x,y) = x? — y2.
Assim, o conjunto X = f~1(0) é dito um conjunto algébrico. Ou seja, 0 conjunto formado pelos
pares ordenados (x,y) € R?, tais que x = y ou x = —y sera um conjunto algébrico.

X={(x,y) ER?|x=y ou x = —y}



Um conjunto X < R? também pode ser definido como sendo um conjunto algébrico,
caso existam fungdes polinomiais p;: R? - R, i = 1,2, ..., k tais que

X={x €R* | py(x) = p2(x) = - = p(x) = 0}

A saber, basta definir uma nova funcéo polinomial p: R? - R, onde p(x) = p?(x) +
p5(x) + -+ pZ(x). Portanto, X = p~1(0), mostrando entdo que essas definices s&o
equivalentes. Outro exemplo de conjunto algebrico € a cuspide

Y ={(x,y) € R? | x3 = —y?} c R?

Para verificar isso, defina a funcdo polinomial p: R? - R, pondo p(x,y) = x3 + y2.
Considere agora X, Y c R? dois conjuntos algébricos. Mostraremos que a uniéo e intersecdo
desses conjuntos continuam sendo conjuntos algébricos. Ora, como 0s conjuntos sdo algébricos,
existem duas funcdes polinomiais p, g: R? — R, tais que

X=p'(0) e Y=q7'(0)

Defina as fungdes h, m: R? - R, pondo h(x) = p(x).q(x) e m(x) = p(x)? + q(x)?.
Note que x, € raiz da funcéo polinomial h se, e somente se, x, € raiz da fun¢do polinomial p
ou se x, € raiz da funcao polinomial g. De modo analogo, percebe-se que y, é raiz da funcéo
polinomial m se, e somente se, y, € raiz da funcao polinomial p e raiz da fungdo polinomial q.
Ou seja, temos

XUuY=h10) e XnY =m"1(0)

Esses resultados podem colaborar no momento no qual se deseja verificar se 0 conjunto

é ou ndo algébrico. Isto é, uma estratégia a ser adotada é enxergar o conjunto em questao, como

unido ou intersecdo de outros conjuntos algébricos.

Figura 1: Representacdo geométrica do conjunto Z c R?

X, 2| Ty X,

Fonte: Elaborada pelos autores



Note, na Figura 1, que temos que conjunto analisado, pode ser representado pela unido
de outros conjuntos. A saber, defina as fungdes polinomiais py, p,, 3, Pa, 41, 42: R? > R da
seguinte maneira,

P10, y) =y —x% p(x,y) =y —x; ps(x,y) =y +x% pu(x,y) =y* +x

() =x+y? =1 qu(x,y) =x*+y* -4

Note que,

X1 =p1'(0); X; = pz(0); X3 = p3'(0); X, = pz'(0); Y1 = q1'(0); Y, = q3'(0)

Portanto, o conjunto Z = X; U X, U X5 U X, UY; UY, seraum conjunto algébrico, pois

0 mesmo pode ser expresso como sendo unido de conjuntos algébricos. Além disso, podemos
construir a funcdo polinomial que gera o conjunto Z. A saber, defina A: R> - R dada por

M, y) =@ —xD@* =)@+ x)@2+ )2 +y? = D2 +y* —4)

Outro exemplo de conjuntos algébricos sdo os graficos das fungdes polinomiais p: R? —
R. Para isso, basta definir a fungéo polinomial h: R3 - R, pondo

h(x,y,z) =px,y) —z
Portanto, terfamos
h=1(0) = {(x,y,2) € R® | h(x,y,z) = 0}
h=1(0) = {(x,y,2) € R® | p(x,y) — z = 0}
h™1(0) = {(x,y,2) ER® | z = p(x,y)}

h=1(0) = graf (p) c R

RESULTADOS E DISCUSSAO

A Geometria Algébrica estabelece uma conexdo entre a Geometria e a Algebra,
unificando conceitos aparentemente distintos. Isso permite a analise de objetos geométricos
complexos por meio de técnicas algébricas. A seguir serdo listaremos alguns resultados que
podemos obter com o estudo que foi apresentado.

Resultado 1. A unido de conjuntos algébricos continua sendo um conjunto algébrico.



Resultado 2. A intersecdo de conjuntos algébricos continua sendo um conjunto algébrico.
Resultado 3. O grafico de uma funcdo polinomial sera um conjunto algébrico.
Resultado 4. Uma interpretacdo geométrica de conjunto de conflito no espaco R?

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi feito um breve passeio no campo dos conjuntos algébricos, podendo
ver definicbes, conceitos e interpretacdes geométricas. Também foram apresentadas
demonstracdes para resultados importantes, através de diferentes abordagens. Portanto, o
estudo apresentado, por trazer uma explanagdo acerca de uma das primeiras *’ferramentas’’ da
Geometria Algébrica, carrega uma grande importancia devido ao fato de a compreensdo e
caracterizacao dessas estruturas serem de suma importancia para o académico.
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